
Agrégation - Intégration, Probabilités 2022-2023 : TD 3

Concentration & Projections aléatoires

Exercice 1 – Variables sous-Gaussiennes. Une variable aléatoire X ∈ R centrée est dite sous-Gaussienne avec
variance σ2 si ∀s ∈ R,E[exp(sX)] ≤ exp

(
σ2s2

2

)
.

1. Soit X une variable sous-Gaussienne avec variance σ2, montrer que ∀t > 0, P[X > t] ≤ exp
(
−

t2

2σ2

)
.

2. Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 0 et X ∈ [a, b] presque sûrement. Montrer que X est sous-
Gaussienne de variance (b−a)2

4 .

3. Soient X1, ...,Xn des variables aléatoires indépendantes telles que presque sûrement : ∀i,Xi ∈ [ai, bi]. Soit
X̄ = 1

n
∑n

i=1 Xi. Montrer que ∀t > 0 :

P(X̄ − E(X̄) > t) ≤ exp
(
−

2n2t2∑n
i=1(bi − ai)2

)
(Inégalité de Hoeffding)

4. Soient X1, ...,Xn des variables aléatoires sous-Gaussiennes avec variance σ2. Montrer que :

E[max
1≤i≤n

Xi] ≤ σ
√

2 log(n) & E[max
1≤i≤n

|Xi|] ≤ σ
√

2 log(2n)

ainsi que ∀t > 0 :

P(max
1≤i≤n

Xi > t) ≤ ne−
t2

2σ2 & P(max
1≤i≤n

|Xi| > t) ≤ 2ne−
t2

2σ2

Exercice 2 – Johnson-Lindenstrauss. 1. Soit k ∈ N et X2
k =

∑k
i=1 Z2

i où ∀i,Zi ∼ N(0, 1). Soit ε ∈ [0, 1
2 ], montrer

que P(X2
k ≥ (1 + ε)k) ≤ exp

(
−

k
4 (ε2
− ε3)

)
et P(X2

k ≤ (1 − ε)k) ≤ exp
(
−

k
4 (ε2
− ε3)

)
.

2. Soit A ∈ Rk×d telle que ∀(i, j),Ai j ∼ N(0, 1). Montrer que : ∀x ∈ Rd, E
[
‖

1
√

k
Ax‖2

]
= E

[
‖x‖2

]
.

3. Montrer que : P
(
(1 − ε)‖x‖2 ≤ ‖ 1

√
k
Ax‖2 ≤ (1 + ε)‖x‖2

)
≥ 1 − 2e−(ε2

−ε3) k
4 .

4. Soient x1, ..., xn ∈ Rd, et k =
20 log n
ε2 , montrer qu’il existe une application Lipschitz f : Rd

−→ Rk telle que
∀(i, j) :

(1 − ε)‖xi − x j‖
2
≤ ‖ f (xi) − f (x j)‖2 ≤ (1 + ε)‖xi − x j‖

2

Exercice 3 – Inégalité de Khintchine. Soit {Xi}i∈N une suite de variables aléatoires telles que : ∀i,P(Xi = +1) =
P(Xi = −1) = 1

2 (distribution de Rademacher).

1. Montrer que ∀u ∈ R,E(euX1 ) ≤ e
1
2 u2

.

2. Soit (ai)1≤i≤n ∈ Rn tel que
∑n

k=1 a2
k = 1, soit S =

∑n
k=1 akXk. Montrer que ∀t > 0,P(|S| > t) ≤ 2e−

1
2 t2

.

3. Montrer que : ∀p > 0,
[
E

(
|
∑n

k=1 akXk|
p)] 1

p ≤ Cp

(∑
k a2

k

) 1
2 pour Cp > 0.

4. Soit Sn =
∑n

k=1 Xk. Montrer que ∀ρ > 1 :

lim
n−→+∞

Sn√
n(log n)ρ

= 0 presque sûrement.
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