Agrégation - Intégration, Probabilités 2022-2023: TD 3

Concentration & Projections aléatoires

Exercice 1 — Variables sous-Gaussiennesz.zUne variable aléatoire X € R centrée est dite sous-Gaussienne avec
variance o2 si Vs € R, E[exp(sX)] < exp (%)
1. Soit X une variable sous-Gaussienne avec variance 0%, montrer que Yt > 0, P[X > t] < exp (—%)
2. Soit X une variable aléatoire telle que E(X) = 0 et X € [a,b] presque stirement. Montrer que X est sous-
—q)2
Gaussienne de variance %.

3. Soient Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes telles que presque stirement : Vi, X; € [4;, b;]. Soit
X =1y, X;. Montrer que Yt > 0
2n?t?

P(X - E(X) > 1) < exp (—m
i=1\"1 =

) (Inégalité de Hoeffding)

4. Soient X3, ..., X, des variables aléatoires sous-Gaussiennes avec variance ¢2. Montrer que:

E[max X;] < 04/2log(n) & ]E[{nax IXil] < 0+/2log(2n)

1<i<n

ainsi que V¢t > 0:

2 _ 2
P(max X; > t) <ne 2 & P(max|X;| > t) < 2ne 22
1<i<n 1<i<n

Exercice 2 — Johnson-Lindenstrauss. 1. Soitk € IN et Xi = Zi-;l Zf ou Vi, Z; ~ N(0,1). Soit € € [0, %], montrer
que P(X2 > (1+e)k) < exp (—(e? - €9)) et P(X2 < (1 - e)k) < exp (—L(e? - €)).
2. Soit A € R¥ telle que (i, ), Aj; ~ N(0, 1). Montrer que : Yx € RY, E [ll%Axllz] - B[]

3. Montrer que : 11)((1 Ol < AR < (1 + e)||x||2) > 1 — 20}

4. Soient x1, .., x, € R, etk = 2 le(;gn, montrer qu'il existe une application Lipschitz f : R? — R telle que

Y(@i,j):

(1= e)llxi = x1? < f () = fapIP < (1 +e)llxi — xl1?

Exercice 3 — Inégalité de Khintchine. Soit {X;};en une suite de variables aléatoires telles que : Vi, P(X; = +1) =
PX;=-1)= % (distribution de Rademacher).

1. Montrer que Yu € R, E(¢"X1) < G
_1 t2

2. Soit (a;)1<i<n € R" tel que Y ;_, a]% =1, s0it S = Y;_; axXy. Montrer que Vt > 0, P(|S| > t) < 2e72".
1

3. Montrer que : Yp > 0, [E (I X, akaIF’)]% <G, (Zk af)z pour C, > 0.

4. Soit S, = Y;_; Xk- Montrer que Yp > 1:

lim S

n—>+00 /n(log 1)P

=0 presque stirement.



