
Agrégation - Intégration, Probabilités 2022-2023 : TD 2

Calculs d’intégrales, Espaces Lp & Convolution

1 Intégrales à paramètre

Exercice 1 – Étude de fonction. Soit ϕ : [0, 1] → R une fonction Lebesgue-intégrable, et soit F : R+ → R+ la

fonction définie pour tout t ≥ 0 par F(t) B
∫

[0,1]

√
ϕ(x)2 + t dx.

1. Montrer que F est continue sur R+ et dérivable sur R∗+.

2. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que F soit dérivable en 0.

Exercice 2 – Une limite d’intégrales [1]. Soient (X,T , µ) un espace mesuré, f : X→ [0,+∞] telle que
∫

X f dµ = 1,
et α > 0. Déterminer la limite

lim
n→+∞

∫
X

n log
(
1 +

f α

nα

)
dµ.

Exercice 3 – Autour de la fonction Γ [2, 3].

1. Montrer que Γ(s) =
∫ +∞

0 e−tts−1 dt est bien définie pour tout s > 0.

2. Montrer que la fonction Γ : R∗+ → R∗+ est de classe C∞ et donner une expression de ses dérivées.

3. En utilisant la suite de fonctions
(

fn : t ∈ R∗+ 7−→ 1]0,n[(t)
(
1 − t

n

)n
ts−1

)
n≥1

, montrer la formule de Gauss :

∀s > 0, Γ(s) = lim
n→+∞

n!ns

s(s + 1) · · · (s + n)
.

Exercice 4 – I dev J Intégrale de Dirichlet [4]. L’objectif de cet exercice est de justifier l’existence et de calculer
l’intégrale ∫ +∞

0

sin x
x

dx.

1. Montrer que, effectivement,
∫ A

0
sin x

x dx admet une limite finie lorsque A tend vers +∞.

Dans la suite de l’exercice on introduit la fonction F : t ∈ R+ 7−→

∫ +∞

0 e−tx sin x
x dx.

2. Montrer que F est continue et dérivable sur R∗+ et calculer sa dérivée.

3. En déterminant la limite de F en +∞, obtenir une expression simple de F sur R∗+.

4. Conclure en démontrant que F est continue en 0.

Exercice 5 – Transformée de Fourier d’une gaussienne. On pose fα : x ∈ R 7−→ e−αx2
pour α > 0.

1. Calculer l’intégrale de Gauss
∫
R+

f1(x) dx.

Indication : introduire les fonctions 1 : x 7→ (
∫ x

0 e−t2 dt)2 et h : x 7→
∫ 1

0
e−x2(1+t2)

1+t2 dt et exprimer 1 + h.

2. Calculer la transformée de Fourier de fα :

F ( fα) : ζ 7−→
∫
R

fα(x)eiζx dx.

Indication : déterminer une équation différentielle vérifiée par F ( fα).
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2 Théorèmes de Fubini

Exercice 6 – Interversion de sommes [5]. Soit (am,n)m,n≥0 une suite de réels positifs. Montrer que∑
n≥0

∑
m≥0

am,n =
∑
m≥0

∑
n≥0

am,n.

Exercice 7 – Contre-exemple au théorème de Fubini-Tonelli ?. Donner un exemple de fonctionϕpositive, continue
sur ] − 1, 1[2, d’intégrale finie, mais telle que

∫
]−1,1[ ϕ(x, y) dy soit infinie pour certains x ∈] − 1, 1[.

Exercice 8 – Les hypothèses des théorèmes de Fubini. Soient X = Y = [0, 1] munis (sauf contre-indication) de la
mesure de Lebesgue.

1. Soit (δn)n∈N∗ ∈ [0, 1]N
∗

une suite strictement croissante d’éléments convergeant vers 1 et telle que δ1 = 0.
Soit, pour n ∈N∗, ϕn une fonction continue positive d’intégrale 1 et à support dans ]δn, δn+1[, puis :

f : (x, y) ∈ X × Y 7−→
∑
n≥1

(
ϕn(x) − ϕn+1(x)

)
ϕn(y).

Calculer ∫
X

(∫
Y

f (x, y) dy
)

dx et
∫

Y

(∫
X

f (x, y) dx
)

dy.

2. On admet (cela découle de l’hypothèse du continu) qu’il existe une partie Q ⊂ X × Y telle que :
(?) Q ∩ (X × {y}) est dénombrable pour tout y ∈ Y,
(??) Q ∩ ({x} × Y) est de complémentaire dénombrable pour tout x ∈ X.
Calculer les mêmes intégrales qu’à la question 1. avec f = 1Q.

3. On suppose désormais que Y est muni de la mesure dénombrement µ. Pour f : (x, y) 7→ 1x=y, calculer∫
X

(∫
Y

f (x, y) dµ(y)
)

dx et
∫

Y

(∫
X

f (x, y) dx
)

dµ(y).

Dans chaque cas, que conclure vis-à-vis des théorèmes de Fubini?

Exercice 9 – Calculs d’intégrales. 1. Calculer
∫ +∞

0
ln x

x2−1 dx en considérant f (x, y) = 1
(1+y)(1+x2 y) sur (R+)2.

2. Calculer
∫ +∞

0
sin x

x e−tx dx où t > 0 en remarquant que sin x
x =

∫ 1

0 cos(xy) dy.

3 Espaces Lp et Convolution

Exercice 10 – . Soit ( fn)n≥0 une suite de Lp(E,A, µ) ∩ Lq(E,A, µ) avec p, q ∈]1,+∞[. On suppose que fn
L

p

−→
n→+∞

0 et

que ( fn)n≥0 est une suite de Cauchy de Lq. Montrer que fn
L

q

−→
n→+∞

0.

Le résultat persiste-t-il si l’on ne suppose plus que ( fn)n≥0 est une suite de Cauchy de Lq ?

Exercice 11 – Super Hölder. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1
p + 1

q = 1
r . Montrer

que si f ∈ Lp et 1 ∈ Lq, on a f1 ∈ Lr et ‖ f1‖r ≤ ‖ f ‖p‖1‖q.

Exercice 12 – Quelques généralités. Soit (X,A, µ) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable sur X, non
presque partout nulle. On note E l’ensemble des p ∈ [1,+∞[ tels que f ∈ Lp(µ) et on note ϕ(p) =

∫
X | f |

p dµ.
1. Montrer que E est un intervalle.
2. Montrer que E peut être n’importe quel intervalle (on prendra bien compte de distinguer les bornes

ouvertes et fermées !).
3. Montrer que ln(ϕ) est convexe sur E.
4. Montrer que ϕ est continue sur E.
5. Supposons E non vide. Montrer que ‖ f ‖p −→

p→+∞
‖ f ‖∞.

Exercice 13 – L∞(Rd, λd) n’est pas séparable [6]. 1. Soit E un ensemble. On suppose qu’il existe une famille
(Oi)i∈I de sous-ensembles de E tels que :

(a) pour tout i ∈ I, Oi est un ouvert non vide de E,
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(b) Oi ∩ O j = ∅ si i , j,
(c) I n’est pas dénombrable.

Montrer que E n’est pas séparable.

2. Pour tout x ∈ Rd, on pose fx = 1B(x,1) où B(x, 1) ⊂ Rd est la boule fermée de centre x et de rayon 1. En
utilisant la famille d’ouverts (Ox)x∈Rd avec

Ox =
{

f ∈ L∞(Rd, λd), ‖ f − fx‖∞ <
1
2

}
,

montrer que L∞(Rd, λd) n’est pas séparable.

Exercice 14 – . Soient I =]0, 1[, et p ∈ [1,+∞[. Soit f ∈ Lp(R) nulle en dehors de I. Pour h > 0, on définit fh par

fh(x) =
1
2h

∫ x+h

x−h
f (t) dt.

1. Montrer que fh est bien définie.

2. Montrer que fh est continue.

3. Montrer que ‖ fh‖p ≤ ‖ f ‖p.

4. Montrer que lim
h→0+
‖ fh − f ‖p = 0.

Exercice 15 – Continuité de l’opérateur de translation sur Lp(Rd) [5]. Pour h ∈ Rd et f ∈ Lp(Rd), on pose
τh f : x 7→ f (x − h) et on note |h| = ||h||∞.

1. Montrer que τh : f 7→ τh f est une isométrie de Lp(Rd) pour tout h ∈ Rd.

2. On suppose que p < +∞. Montrer que pour f ∈ Lp(Rd) on a

lim
h→0
||τh f − f ||p = 0 et lim

|h|→+∞
||τh f − f ||p = 2

1
p || f ||p.

Les résultats persistent-t-ils lorsque p = +∞?

3. Soit (αn)n∈N une approximation de l’unité, et soit f ∈ Lp(Rd). On suppose d’abord que p < +∞.
(a) Pour tout n ∈N, montrer que αn ∗ f ∈ Lp(Rd).

(b) Pour tout n ∈N, montrer que ||αn ∗ f − f ||pp ≤
∫
Rd ||τy f − f ||ppαn(y) dy.

(c) En déduire que αn ∗ f L
p

−→
n→+∞

f .

(d) Le résultat persiste-t-il si p = +∞?
4. Soit Ω un ouvert de Rd. Montrer que C∞c (Ω) est dense dans Lp(Ω) pour p < +∞.

5. Soit f ∈ L2(R) ∩ C1(R) et telle que f ′ ∈ L2(R). Montrer qu’il existe une suite ( fn)n≥0 de fonctions C∞(R),
convergeant vers f dans L2(R) et dont les dérivées convergent vers f ′ dans L2(R).

6. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Si f ∈ L1(R), montrer que

F ( f )(ζ) =

∫
R

f (x)e−iζx dx −→
|ζ|→+∞

0.

Indication : on pourra remarquer que F ( f )(ζ) = −
∫
R

f (x)e−iζ(x+ π
ζ ) dx pour ζ , 0.
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