Agrégation - Intégration, Probabilités 2022-2023: TD 2

Calculs d’intégrales, Espaces L7 & Convolution

1 Intégrales a parametre

Exercice 1 — Etude de fonction. Soit ¢ : [0,1] — R une fonction Lebesgue-intégrable, et soit F : R, — R, la

fonction définie pour tout ¢ > 0 par F(t) := f A P)? + ¢ dx.

[0,1]
1. Montrer que F est continue sur R, et dérivable sur R;,.

2. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que F soit dérivable en 0.

Exercice 2 — Une limite d'intégrales [1]. Soient (X, 7, u) un espace mesuré, f : X — [0, +c0] telle que fx fdu=1,
et a > 0. Déterminer la limite

lim nlog (1 + %) du.

n—+00 X
Exercice 3 — Autour de la fonction T [2, 3].

1. Montrer que I'(s) = fO+DO e't*~1 dt est bien définie pour tout s > 0.
2. Montrer que la fonctionI' : R}, — IR}, est de classe C* et donner une expression de ses dérivées.

n
3. En utilisant la suite de fonctions ( foite R, — Il]o,,,[(t)(l - ﬁ) ts‘l) _,, montrer la formule de Gauss :
nz

Vs>0, T(s)= lim — 1"
’ T ntws(s+ 1) (s+n)

Exercice 4 — » pEV <« Intégrale de Dirichlet [4]. L' objectif de cet exercice est de justifier I'existence et de calculer
I'intégrale
+0c0 .
sinx
f dx.
0 x

. A .. ..
1. Montrer que, effectivement, fo 822 dx admet une limite finie lorsque A tend vers +oo.

Dans la suite de ’exercice on introduit la fonction F : t € R, +— f()+°° e’t“i'% dx.
2. Montrer que F est continue et dérivable sur R}, et calculer sa dérivée.
3. En déterminant la limite de F en +oo, obtenir une expression simple de F sur R},.

4. Conclure en démontrant que F est continue en 0.

Exercice 5 — Transformée de Fourier d’une gaussienne. On pose f, : x € R —s ¢ pour a > 0.
1. Calculer I'intégrale de Gauss f]R f1(x) dx.
2 2
o (1+t7)

L . . . 1 .
Indication : introduire les fonctions g : x (fox e dt)eth:x fo & 7 dt et exprimer g + h.

2. Calculer la transformée de Fourier de f, :

F(f): O fm o) d.

Indication : déterminer une équation différentielle vérifiée par F (f,).



2 Théorémes de Fubini

Exercice 6 — Interversion de sommes [5]. Soit (@, ,)mn>0 Une suite de réels positifs. Montrer que

Y'Y =YY

n>0 m>0 m>0 n>0

Exercice 7— Contre-exemple au théoréme de Fubini-Tonelli ?. Donner un exemple de fonction ¢ positive, continue
sur ] — 1,1[%, d’intégrale finie, mais telle que f]—1 I @(x, y) dy soit infinie pour certains x €] — 1, 1.

Exercice 8 — Les hypotheéses des théoremes de Fubini. Soient X = Y = [0, 1] munis (sauf contre-indication) de la
mesure de Lebesgue.

1. Soit (0,)nen: € [0, 1]N une suite strictement croissante d’éléments convergeant vers 1 et telle que 6; = 0.
Soit, pour n € IN*, @, une fonction continue positive d’intégrale 1 et a support dans ]5,,, 6,41[, puis :

Frny eXxY = Y (@) = puaa(0)@a(y).

n>1

fx(fyf(x’y)dy)dx et fy(fxf(x,y)dx)dy.

2. On admet (cela découle de I'hypothése du continu) qu’il existe une partie Q C X X Y telle que :

(%) QN (X x{y}) est dénombrable pour tout y € Y,
(x*) QN ({x} xY) est de complémentaire dénombrable pour tout x € X.

Calculer les mémes intégrales qu’a la question 1. avec f = 1.

Calculer

3. On suppose désormais que Y est muni de la mesure dénombrement u. Pour f : (x,y) = 1,-,, calculer

fx(fyf (vy) du (y))d" et fy ( fx fl,y) dx)dy(y).

Dans chaque cas, que conclure vis-a-vis des théorémes de Fubini?

Exercice 9 — Calculs d’intégrales. 1. Calculer fom InX dx en considérant f(x,y) = sur (R,)?.

1
x2-1 (1+y)(1+22y)

0o i 1
2. Calculer f0+ e~ dy ol t > 0 en remarquant que 2 = fo cos(xy) dy.

3 Espaces /L7 et Convolution

Exercice 10 — . Soit (f,)u>0 une suite de LP(E, A, u) N LI(E, A, u) avec p, q €]1, +oo[. On suppose que f;, % Oet

que (fu)uz0 est une suite de Cauchy de L9. Montrer que f, .

n—+oo
Le résultat persiste-t-il si l’'on ne suppose plus que (f,)s>0 est une suite de Cauchy de L7?

Exercice 11 — Super Holder. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soient p,q,r € [1, +o0] tels que % + %

quesi fe LPetge L7, 0ona fge L et|fgll, <IIflllgll;

= % Montrer

Exercice 12 — Quelques généralités. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable sur X, non
presque partout nulle. On note E I'ensemble des p € [1, +oo[ tels que f € LP(u) et on note p(p) = fX LfIP du.

1. Montrer que E est un intervalle.

2. Montrer que E peut étre n’'importe quel intervalle (on prendra bien compte de distinguer les bornes

ouvertes et fermées!).

3. Montrer que In(¢) est convexe sur E.

4. Montrer que ¢ est continue sur E.

5. Supposons E non vide. Montrer que ||f]|, p:; I1floo-

Exercice 13 — L*(RY, \;) n’est pas séparable [6]. 1. Soit E un ensemble. On suppose qu’il existe une famille
(O))ier de sous-ensembles de E tels que :

(a) pour touti € I, O; est un ouvert non vide de E,



(b) 01'00]' =0sii#]j,
(c) In’est pas dénombrable.
Montrer que E n’est pas séparable.

2. Pour tout x € R?, on pose f; = lg 1) ott B(x,1) C RY est la boule fermée de centre x et de rayon 1. En
utilisant la famille d’ouverts (Oy),cr: avec

Oc={f e L°®% 00, If - flls < 5.

montrer que L*(IR?, 1,;) n’est pas séparable.
Exercice 14 — . Soient I =]0, 1[, et p € [1, +o0[. Soit f € LP(R) nulle en dehors de I. Pour & > 0, on définit f; par

X+

fu(x) = % f(t)de.

xX—n
1. Montrer que fj, est bien définie.
2. Montrer que f;, est continue.

3. Montrer que ||full, < lIfll,-
4. Montrer que hlir(r)1+||fh - fll, =0.

Exercice 15 — Continuité de l'opérateur de translation sur LP(R?) [5]. Pour h € R et f € LP(R?), on pose
T f 1 x > f(x —h) et on note || = ||h]|.

1. Montrer que 7, : f > T;,f est une isométrie de LP(IR?) pour tout h € R?.
2. On suppose que p < +oo. Montrer que pour f € LP(R?) on a

limllof = fly=0 et Hm lf = fll, = 27I1fl.

Les résultats persistent-t-ils lorsque p = +00?
3. Soit (ax)nen une approximation de 'unité, et soit f € £P(IR?). On suppose d’abord que p < +oo.
(a) Pour tout n € N, montrer que a, * f € LF(RY).
(b) Pour tout n € N, montrer que ||, * f — f|, < fRd Ity f - fIIZa,,(y) dy.
(c) En déduire que v, * f n%}m f.
(d) Le résultat persiste-t-il sip = +0c0?
4. Soit Q un ouvert de RY. Montrer que C(Q) est dense dans £F(Q) pour p < +co.

5. Soit f € L%(R) N CY(R) et telle que f' € L?(IR). Montrer qu'il existe une suite (f,).>0 de fonctions C*(R),
convergeant vers f dans £?(R) et dont les dérivées convergent vers f’ dans L%(RR).

6. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Si f € L£1(R), montrer que

F()Q) = fR fx)e™ dx — 0.

|{|>+o0

Indication : on pourra remarquer que F (f)(C) = — fR F(x)e™ 0D dx pour C # 0.
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